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СТРУКТУРА ПIДАЛГЕБР КОНТАКТНОЇ АЛГЕБРИ ЛI 1
Показано, що пiдалгебра, утворена недодатними компонентами градуювання, мiститься лише в
однiй власнiй пiдалгебрi контактної алгебри Лi.
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За [1], до алгебр Лi полiномiального росту Кар-
танiвського типу належать:
1) алгебра Лi диференцiальних операторiв виду
n∑
i=1
ai(x1, . . . , xn)
∂
∂xi
,
де ai — полiноми;
2) пiдалгебра диференцiальних операторiв, що
зберiгають диференцiальну форму об’єму v =
dx1 ∧ . . . ∧ dxn (спецiальна алгебра);
3) пiдалгебра алгебри 1), що складається з опера-
торiв, дiя яких на форму v, зводиться до мно-
ження її на константу з поля K;
4) при парнiй розмiрностi n = 2m пiдалгебра ал-
гебри 1, що зберiгає диференцiальну форму
γ =
m∑
i=1
dxi ∧ dxm+i
(гамiльтонова алгебра);
5) пiдалгебра алгебри 1, що складається з операто-
рiв, дiя яких на форму γ, зводиться до множення
її на константу з поля K;
6) для непарної розмiрностi n = 2m + 1, пiдалге-
бра алгебри 1), що складається з операторiв, дiя
яких на форму
dxn +
m∑
i=1
(xidxm+i − xm+idxi)
зводиться до множення її на полiном з
K[x1, . . . , xn] (контактна алгебра).
2,–5, алгебри вiдповiдають конкретним групам
полiномiальних перетворень афiнних просторiв, а
перша алгебра — групi формальних вектор-рядiв.
Дещо осторонь стоїть контактна алгебра, яка вiд-
повiдає групi контактних перетворень (такими є,
зокрема, перетворення Лежандра, див. [2]). У пра-
цях [3]–[5] для алгебр 2,–5, дослiджено щодо про-
мiжних пiдалгебр, якi мiстять недодатнi або нульо-
вi однорiднi компоненти, природного полiномiаль-
ного градуювання. Завдяки теоремам I. Шафаре-
вича [6] для нескiнченновимiрних алгебраїчних
груп можна застосувати класичний лiєвський пiд-
хiд i описати промiжнi замкненi пiдгрупи. Зокрема,
довести алгебраїчну максимальнiсть афiнної гру-
пи в групi оборотних полiномiальних перетворень
(афiннiй групi Кремони).
Мета цiєї роботи — виконання аналогiчних до-
слiджень для контактної алгебри Лi K3, яка реалi-
зується диференцiюваннями виду
D = f(x, y, z)
∂
∂x
+g(x, y, z)
∂
∂y
+h(x, y, z)
∂
∂z
, (1)
де f, g, h — полiноми, якi задовольняють диферен-
цiальним рiвнянням
∂h
∂x
−y ∂f
∂x
−g+x∂g
∂x
+y
(
∂h
∂z
− y ∂f
∂z
+ x
∂g
∂z
)
= 0;
(2)
∂h
∂y
−y ∂f
∂y
+f+x
∂g
∂y
−x
(
∂h
∂z
− y ∂f
∂z
+ x
∂g
∂z
)
= 0.
(3)
Цi рiвняння ми будемо називати контактними спiв-
вiдношеннями. Позначимо лiвi частини рiвностей
(2), (3) через R1(D), R2(D), вiдповiдно.
Базис контактної алгебри
Лема 1. Для пари мономiв виду P1 =
r1x
k−1yl+1zm, P2 = r2xkylzm iснують a, b ∈ K
такi, що для диференцiювання
D = axk−1yl+1zm
∂
∂y
+ bxkyl+1zm
∂
∂z
має мiсце
P1 +R1(D) = m(a+ b)xkyl+2zm−1; (4)
P2 +R2(D) = −m(a+ b)xk+1yl+1zm−1. (5)
1Дослiдження частково пiдтримано Мiжнародним благодiйним фондом вiдродження Києво-Могилянської академiї.
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Доведення. Позначимо через D1, D2 доданки ди-
ференцiювання D. Прямi обчислення дають
R1(D1) = (k − 2)xk−1yl+1zm +mxkyl+2zm−1,
R1(D2) = kxk−1yl+1zm +mxkyl+2zm−1,
R2(D1) = (l + 1)xkylzm −mxk+1yl+1zm−1,
R2(D2) = (l + 1)xkylzm −mxk+1yl+1zm−1.
Матриця, складена з коефiцiєнтiв перших мономiв,
має вигляд
(
k − 2 k
l + 1 l + 1
)
i є очевидно невиро-
дженою, а отже, iснує єдиний розв’язок системи(
k − 2 k
l + 1 l + 1
)
·
(
a
b
)
= −
(
r1
r2
)
.
Це завершує доведення.
Звернемо увагу на те, що до мономiв у правих
чаcтинах (4), (5) також можна застосувати лему.
Отже, m + 1 кратне застосування леми дає таке
твердження.
Наслiдок 1. Для пари мономiв виду P1 =
r1x
k−1yl+1zm, P2 = r2xkylzm iснують послiдов-
ностi ai, bi ∈ K, i = 0, 1, 2, . . .m, такi, що для
диференцiювання
D =
m∑
i=0
(
aix
k−1+iyl+1+izm−i
∂
∂y
+
+ bixk+iyl+1+izm−i
∂
∂z
)
(6)
мають мiсце
P1 +R1(D) = 0, P2 +R2(D) = 0. (7)
Лема 2. Для будь-якого монома xkylzm iснує ди-
ференцiювання виду
xkylzm
∂
∂x
+
m∑
i=0
aix
k−1+iyl+1+izm−i
∂
∂y
+
+
m∑
i=0
bix
k+iyl+1+izm−i
∂
∂z
, (8)
для якого виконуються контактнi спiввiдношення.
Доведення. Прямi обчислення дають суми двох мо-
номiв:
R1
(
xkylzm
∂
∂x
)
= −kxk−1yl+1zm−mxkyl+2zm−1;
R2
(
xkylzm
∂
∂x
)
= (1−l)xkylzm+mxk+1yl+1zm−1.
До перших мономiв у правих частинах
P1, P2 (degz P1 = degz P2 = m) можна застосува-
ти наслiдок 1. Для других мономiв P ′1, P
′
2 (степеня
m − 1 по z) цей наслiдок можна застосувати та-
кож. Сумуючи отриманi формули (6) для обох пар
мономiв (P1, P2) та (P ′1, P
′
2), отримуємо потрiбне
диференцiювання.
Лема 3. Нехай
D = b(x, y, z)
∂
∂y
+ c(x, y, z)
∂
∂z
, (9)
b(x, y, z) = u(x, y)zm1 + . . . ,
c(x, y, z) = v(x, y)zm2 + . . . ,
де degz b = m1,degz c(x, y, z) = m2, а . . . позначає
доданки, степiнь яких по z менша за m1,m2, вiдпо-
вiдно. Виконання обох нерiвностей degz R1(D) <
M, degz R2(D) < M, де M = max{m1,m2} мо-
жливе лише у випадках:
1. m2 > m1, v(x, y) = v = const ∈ K.
2. m2 < m1, u = a · x, a ∈ K.
3. m1 = m2, u = u(x), v(x) = 2
∫
u(x)dx−xu.
Доведення. Видiлимо доданки степеня M по z в
обох контактних сiпiввiдношеннях (2), (3). При
m2 > m1 отримуємо, що вони знищуються лише
за умови ∂v∂x =
∂v
∂y = 0, тобто, коли v = const. При
m2 < m1 отримуємо x∂u∂x −u = 0, x∂u∂y = 0, звiдки:
u = u(x), причому u = a× x. У третьому випадку
будемо мати
∂v
∂x
+ x
∂u
∂x
− u = 0,
∂v
∂y
+ x
∂u
∂y
= 0.
Диференцiювання першого рiвняння по y, а дру-
гого по x i вiднiмання отриманих рiвнянь дають
2∂u∂y = 0, звiдки: u = u(x). Тодi з другого рiвнян-
ня випливає, що i полiном v залежить лише вiд x.
Розв’язавши перше диференцiальне рiвняння щодо
v = v(x), завершуємо розгляд цього випадку.
Для D3 = zm ∂∂z будемо мати R1(D3) =
mvyzm−1, R2(D3) = mvxzm−1. Застосовуючи
наслiдок 1 до отриманих мономiв, пiдстановкою
k = 1, l = 0,m := m− 1 у формулу (6), отримуємо
диференцiювання
zm
∂
∂z
+
m∑
i=0
(
aix
iy1+izm−i−1
∂
∂y
+
+bixi+1yi+1zm−i−1
∂
∂z
)
, (10)
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яке задовольняє обом контактним спiввiдноше-
нням. Випадок 2 реалiзується для диференцi-
ювання D4 = xzm ∂∂y , при цьому R1(D4) =
mx2yzm−1, R2(D4) = −mx3zm−1. Знову застосо-
вуємо наслiдок 1, при цьому покладемо k = 3, l =
0,m := m − 1 у формулi (6) i дiстанемо диферен-
цiювання
xzm
∂
∂y
+
m∑
i=0
(
aix
2+iy1+izm−i−1
∂
∂y
+
+bix3+iy1+izm−i−1
∂
∂z
)
, (11)
яке задовольняє контактним спiввiдношенням.
Якщо обрати u(x) = xkzm, v(x) = 1−k1+kx
k+1zm,
то для вiдповiдного диференцiювання D¯ =
xkzm ∂∂y +
1−k
1+kx
k+1zm ∂∂z справджується випадок 3
попередньої леми. Для нього будемо матиR1(D¯) =
2m
k+1x
k+1yzm−1, R2(D¯) = − 2mk+1xk+2zm−1. Дiємо
аналогiчно: покладемо k := k + 2, l = 0 у формулi
(6) й отримуємо диференцiювання
xkzm
∂
∂y
+
1− k
1 + k
xk+1zm
∂
∂z
+
+
m∑
i=0
(
aix
k+1+iy1+izm−i−1
∂
∂y
+
+bixk+2+iy1+izm−i−1
∂
∂z
)
, (12)
яке задовольняє контактним спiввiдношенням.
Теорема 1. Диференцiювання видiв (8), (10), (11),
(12) утворюють базис контактної алгебри.
Доведення. Очевидно, що будь-яке диференцiюва-
ння з контактної алгебри можна подати як лiнiйну
комбiнацiю диференцiювань виду (8) плюс дифе-
ренцiювання D0 виду (9), яке задовольняє конта-
ктним спiввiдношенням, а отже, для нього викона-
но умови леми 3. Покажемо, що будь-яке таке ди-
ференцiювання є лiнiйною комбiнацiєю диферен-
цiювань (10), (11), (12). Застосуємо iндукцiю по
M.
База iндукцiї M = 0. У випадках 1, 2 леми ди-
ференцiювання D0 мають вигляд D0 = r1 ∂∂z , D0 =
r2x
∂
∂y , r1, r2 = const i, очевидно, пропорцiйнi ди-
ференцiюванням (10), (11). У випадку 3 D0 =
u(x) ∂∂y + v(x)
∂
∂z , яке є лiнiйною комбiнацiєю ди-
ференцiювань xk ∂∂y +
1−k
1+kx
k+1 ∂
∂z виду (12) та ди-
ференцiювання ∂∂z виду (10). Очевидно, що для
довiльного диференцiювання D0 виду (9) завжди
можна пiдiбрати лiнiйну комбiнацiю D′ диферен-
цiювань (10), (11), (12) так, що степiнь по z дифе-
ренцiювання D0 − D′ зменшиться, а отже, можна
застосувати припущення iндукцiї.
Градуювання та коренева структура контактної
алгебри
На вiдмiну вiд перших п’яти алгебр, градуюван-
ня контактної алгебри вводиться особливим чином:
deg z = 2,deg
∂
∂z
= −2,
iншi змiннi та частиннi похiднi градуюються стан-
дартним чином числами 1,−1. При цьому, як ба-
чимо, всi мономи довiльного базисного елемента
мають однаковий степiнь, а отже, всi базиснi дифе-
ренцiювання є однорiдними. При цьому однорiдна
компонента найменшого степеня −2 породжується
диференцiюванням b0 = ∂∂z , компонента степеня
−1 породжується елементами b1 = ∂∂x − y ∂∂z , b2 =
∂
∂y + x
∂
∂z , а компонента нульового степеня поро-
джується елементами a1 = x ∂∂y , a2 = y
∂
∂x та еле-
ментами
τ1 = x
∂
∂x
+ z
∂
∂z
, τ2 = y
∂
∂y
+ z
∂
∂z
,
якi породжують дотичну алгебру двовимiрного то-
ру. Сума вказаних недодатних компонент є пiдал-
геброю, яку ми будемо позначати K≤03 .
Лiва дiя операторiв adτ1, adτ2 на алгебрi, зокре-
ма на базисних елементах, дає кореневий розклад
алгебри.
Теорема 2. Для контактної алгебри має мiсце ко-
реневий розклад
K3 =
⊕
(λ1,λ2)
K(λ1,λ2),
де λ1, λ2 ≥ −1 i є цiлими, кореневi просто-
ри K(λ1,λ2) породжуються базисними елемента-
ми (8), для яких
{
k +m− 1 = λ1
l +m = λ2
, а також
одним з базисних елементiв: (10), якщо λ1 = λ2 =
m − 1, (11), якщо
{
m+ 1 = λ1
m− 1 = λ2 , (12), якщо{
k +m = λ1
m− 1 = λ2 .
Як бачимо, всi кореневi простори є скiнчен-
новимiрними. Звернемо увагу також на те, що
λ1+λ2+1 збiгається зi степенем однорiдностi ба-
зисних елементiв, якi мiстить кореневий простiр.
Розглянемо множину диференцiювань виду (1),
де полiноми f, g, h не залежать вiд z. Легко пере-
конатися, що цi диференцiювання утворюють вла-
сну пiдалгебру Ks3 , до якої належать усi однорi-
днi компоненти степенiв −2,−1, 0 контактної ал-
гебри. По-iншому Ks3 можна охарактеризувати як
пiдалгебру диференцiювань, що анулюють форму
dz + xdy − ydx.
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Теорема 3. Будь-яка власна пiдалгебра K3, що мi-
стить K≤03 , збiгається з K
s
3 .
Доведення. Для промiжної L алгебри також має мi-
сце кореневий розклад L = ⊕(λ1,λ2)L(λ1,λ2). Не-
хай D ∈ L(λ1,λ2), D 6= 0. Послiдовними застосу-
ваннями операторiв ada1 або ada2 до D можна
отримати один з базисних елементiв алгебри K3
(вiн буде належати iншому кореневому пiдпросто-
ру). До нього можна застосувати потрiбну кiлькiсть
разiв оператори adb0, adb1, adb2 й отримати бази-
снi елементи з компоненти степеня 1. Якщо серед
отриманих базисних елементiв буде диференцiюва-
ння z ∂∂y+xz
∂
∂z , то, використовуючи ada1, ada2, ми
отримаємо всi базиснi елементи однорiдної компо-
ненти степеня 1, а добутки елементiв цiєї компо-
ненти породжують всю контактну алгебру. Як ба-
чимо, вказаний базисний елемент неможливо отри-
мати за допомогою ada1, ada2 з iнших, а отже, в
цьому випадку будемо мати L = Ks3 .
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SUBALGEBRAS STRUCTURE OF THE CONTACT LIE ALGEBRA
It is proven that a subalgebra formed by non-positive graded components belongs to only one a proper
subalgebra of the contact Lie algebra.
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